Grado en Matematicas — Ejercicios de Analisis Funcional
Relacion 5 - Los tres principios fundamentales del Analisisuncional

1. SeaX un espacio normada}/ un subespacio d& y u € X \ M. Prueba que
f: M+ Ku — K dada porf(m + Au) = X es una forma lineal bien definida
y es continua si, y soélo si, ¢ M, en cuyo casd|f|| = 1/ dist(u, M).

2. SeaX un espacio normadadl/ un subespacio d& y u € X. Prueba que existe
feX*talque|f(x)| < dist(z, M) paratodar€ X y f(u) = dist(u, M).

3. Consideremos el subespacio vectoridkdelado porM = {(z,y) eR? : y — 2z = 0}
y el funcionalf : M — R dado porf(z,y) = x para todoz, y) € M. Calcula una
extension Hahn-Banach déen (2 y comprueba que es Unica. Estudia el mismo
problema erf?.

4. Se considera el espacio normado rgal el subespacio
M ={zet,:z(1) - 3z(2) =0}

Calcula una extension Hahn-Banach del funcighall/ — R dado porf(z) = z(1)
para todar € M.

5. a) SeaM un subespacio cerrado de un espacio de Hilbest f : M — K un
funcional lineal continuo. Prueba que el funcioal H — K dado porF(z) =
f(Pu(z)) donde Py, es la proyeccion ortogonal sobre es la Unica extension
Hahn-Banach d¢.

b) En el caso en qué/ sea un hiperplano dado pdf = {x€H : (x| a) = 0},
dondeac Hya # 0,y f: M — Kvenga dado pof(z) = (z | b), prueba que la
Unica extension Hahn-Banach fle&iene dada por

F)= (0~ Do )a) @en

el

c) SealM = {feLg[O, 1] : fol vf(z)dr = 0} y seap : M — K el funcional lineal
y continuop(f) = fol 22 f(x) dz paratodof € M. Calcula la Gnica extensién Hahn-
Banach dey.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Prueba que para cadac N existef € C[0, 1]* verificando quef (p) = p’(0) para to-
do polinomiop de grado menor o igual qug.¢ Existe un funcional lineal y continuo
fenCio,1] tal quef(p) = p’(0) para todo polinomie?

SeaX un espacio normadoye< Sx. Prueba que existe un subespacio cerradde
X talqueX = M ¢ Kz y dist(z, M) = 1.

Seal! un subespacio vectorial de un espacio normddgp 7" € L(M, (.., ). Prueba
que existeS € L(X, () que extiende &'y ||S|| = ||T|-

SeaH un espacio de Hilbert ¥ : H — # un operador lineal con la propiedad de
que para todos,y € H se verifica que(T(z)|y)) = (z|T(y)). Prueba qué’ es
continuo.

SeaX un espacio normado  : C — X una funcidn entera, es decir, derivable en
C. Prueba que sf esta acotada entonces es constante.

Prueba que st es un espacio normado reflexivarye X*, entonces existe € Sx
tal quez*(z) = ||z*||.

SeaX un espacio de Banach. Prueba qu& Sicontiene un subespacio cerrado pro-
pio que separa los puntos de entoncesX no es reflexivo.

La aplicacion identidad; : (¢4, .|l1) — (41, ]| -]l~) €S continua. ¢ Es continua su
inversa? ¢, Contradice esto el teorema de los isomorfismoartkcB?

SeanX un espacio de Banacl, un espacio normado¥ : X — Y una aplicacion
lineal. Se define una nueva norma’mediante la expresidiz|| = |||+ ||T(z)||
para todar € X. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es continua.

b) | .1yl -]/ son normas equivalentes.

) ||| - |l es una norma completa én

SeanX e Y espacios de Banach : X — Y una aplicacion lineal y continua.

Prueba qué es inyectiva yI'(X) es cerrado el si, y solo si, existen > 0 tal que
|T(x)|| = m||z| paratodar € X.

Seal/ un subespacio cerrado dgy de/,. Prueba que las normas inducidasién
por’, y ¢, son equivalentes.
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18.
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20.

21.

22.
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Seau € K" una sucesion tal que para todoc ¢, se verifica que la sucesion
{z(n)u(n)} esta acotada. Prueba que /..

Seap > 1y z € KN una sucesion tal que para toge ¢, la seriez z(n)y(n) es
n>1
convergente. Prueba ques /, dondei + % = 1.

Prueba que st e Y son espacios normadds,: X — Y es un operador lineal con
grafica cerrada ¥'(.X) tiene dimension finita, entoncé&ses continuo.

SeanX un espacio de Banach,un espacio normadod un subconjunto dé (X, Y).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) I' esta acotado.

b) Para cada € X y cadag € Y* el conjunto{¢(7'(z)) : T € F'} esté acotado.
SeanX eY espacios de Banach,4/C Y* tal queA separa los puntos dé. Prueba

que siT : X — Y es una aplicacion lineal tal quéo T' € X* para todof € A,
entonced" es continua.

SeaX un espacio de Banach. Dada una aplicacion liiealX — /., se considera,
para cada €N, el funcional lineall}, : X — K definido por:

To(z) = [T(2)l(n) (zeX)
Prueba qué” es continua si, y sélo si,, € X* para todon € N.

Sedl : ¢y — ¢y la aplicacion lineal definida por

T(2)](n) = %x(n) (z€co,neN)

¢EST continua? ¢ E$ abierta? ¢ E¥'(c,) densa em,?
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